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RESUMEN 

Se describe como la computación cuántica holonómica se realiza mediante el transporte 
paralelo de elementos de un haz fibrado principal a lo largo de una curva cerrada en el 
espacio base. En cada punto del espacio base existe un código cuántico, el conjunto de 
éstos describe un haz fibrado principal, el cual tiene una topología no trivial, ésta es 
descrita por un potencial gauge. La holonomía asociada al campo gauge es el grupo de 
Lie U(1) en el caso abeliano.  
PACS: 03.65.-w, 03.67.Lx, 03.65.Vf  

 
COMPUTACIÓN CUÁNTICA 
Diferentes modelos formales de computación fueron establecidos en la decada de los 
30's, en particular, el modelo denominado ``máquina de Turing'', construido por Alan 
Turing en 1936, fue el modelo de computación clásica en el cual se baso el primer 
modelo de computación cuántica denominado ``máquina de Turing cuántica'', 
construido por David Deutsch [1] en 1985. Es decir, hubo la necesidad de esperar cinco 
decadas para contar con este modelo; sin embargo, durante este lapso de tiempo fueron 
establecidos resultados importantes —tales como la computación reversible, la 
computación probabilista, la construcción de compuertas universales reversibles, etc. — 
que posibilitaron la construcción del mismo.  
 
A partir de las construcciones y resultados anteriores, se establece la equipotencia entre 
los diferentes modelos de computación subyacentes, es decir, los modelos de 
computación clásica, probabilista, reversible o cuántica, computan los mismos objetos 
Turing-computables. Una vez establecido los modelos de computación cuántica, 
comienza la busqueda inicial de algoritmos y propuestas de implementación sobre ellos.  
En relación con los algoritmos cuánticos, quizás no sea exagerado afirmar que fue el 
algoritmo propuesto por Peter Shor en 1994, quien situó a la computación cuántica en el 
lugar privilegiado en que hoy se encuentra. La complejidad algorítmica temporal 
asociada a este algoritmo —diseñado para factorizar un número es sus factores 
primos— establece un ``ruptura'' (exponencial-polinomial) en términos de la 
complejidad algorítmica con su contraparte clásico. Esta situación establece que —por 
lo menos desde la perspectiva teórica—, mientras un computador clásico necesita 
alredor de 4.25x1025 años para factorizar un número de 1000 dígitos, un computador 
cuántico para realizar la misma tarea necesita alrededor de 307 días.  
 
En relación con las propuestas de implementación es necesario mencionar que no hay 
consenso sobre la posibilidad o imposibilidad de las mismas debido al fénomeno de la 
decoherencia para sistema físicos de determinado número de elementos. Sin embargo, 
un alto porcentaje de la investigación actual en computación cuántica —apoyada por 
grandes inversiones en dinero tanto gubernamentales como privadas— tiene como 
objetivo la construcción de máquinas cuánticas. El logro más importante en está 
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dirección —al momento de escribir este artículo— es el computador cuántico de cinco 
qubits construido por IBM y la universidad Stanford [6].  
 
COMPUTACIÓN HOLONÓMICA  
Los estados puros en la mecánica cuántica, corrientemente se describen como clases 
de equivalencia de estados módulo una fase de la forma eiφ , donde φ   (0,2 ]. 
Matemáticamente los estados puros están en una correspondencia uno a uno con los 
elementos del espacio proyectivo complejo CPN-1. En este contexto, la computación 
cuántica holonómica se formula en un haz fibrado principal [2,3,4,5,7]. Sea Η un 
espacio de Hilbert isomorfo a CN. El espacio de los qubits se define como la esfera 
unitaria en H, SN = { ψ ∈H | =1}, la restricción en esta ecuación implica la 
condición de ortonormalidad para los qubits de la base elegida de SN, es decir, 

ψψ = ijδ  , y los coeficientes de la combinación, satisfacen . Se define el 

espacio complejo proyectivo CP

∑
=

N

i
a

1
| ij |

N-1, como el conjunto de todos los rayos que atraviesan 
el origen de coordenadas en SN. El espacio CPN-1 tiene estructura de variedad suave. 
Existe una función canónica, llamada la proyección :∏ SN  CP→ N-1 donde 
(∏ = ψψ , tal que  es un elemento del espacio SN* dual de SN. Una acción a 

derecha del grupo de Lie U(1) sobre SN es definida como :σ SN ×U(1)  S→ N donde 

ψ
∈ π

ψψ

)ψ ψ

 
( ( , φψσ ie (1)) ) ,φψ ie=

 
La proyección es compatible con la acción a derecha de U (1) sobre SN, puesto que 

( )φψ ie∏ = (∏ = . Las consideraciones anteriores permiten definir el 
escenario formal donde opera la computación cuántica holonómica, este escenario 
corresponde al haz fibrado principal {U(1) , SN, ∏  CPN-1}, en el cual SN es el espacio 
total, CPN-1 es el espacio base, ∏ es la proyección y U(1) es la fibra típica. Sea M una 
variedad suave, llamada el espacio paramétrico, sobre ella se define la siguiente función 

donde 1−NCP:ξ →M ( )λψλ ∏=)ξ ( . 

)ψ ψψ

,

 
Se define una nueva variedad E, parametrizada por los elementos de M dada por E= 
( ,{ λψλ

EE →∏ :

Una nueva proyección de E en M se define como 

donde 

) }.NSM ×∈

M
λψ λ =)),

,E∏

λ∏ ((E [2]
El conjunto {U(1) , E ,  M}es un haz fibrado principal llamado el pull-back sobre 

M dado por ∗ξ {U(1), SN, ∏  CP, ,N-1}={U(1), SN, ∏  CPN-1}. Las secciones χ  del pull-
back sobre M son construidas sobre un abierto U de M por E→:Uχ donde 
 

),,( λψλ=)(λχ [3]
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además, se define sobre U una 1-forma conexión —campo gauge— como  
 

.λλ ψψ d

µλ d

)(λA =  [4]

λψ

Si son coordenadas locales de M, es una 1-forma diferencial sobre M. La 
conexión A se expresa en términos de las coordenadas locales de M como 

λµ ψ
λ

ψ
∂
∂

λµ λ =)(A . La acción a derecha del grupo de Lie U(1) definida en (1) es 

compatible con la proyección definida en (2) puesto que λ,((E

)

∏ , donde 

. Un cambio de coordenadas en la fibra —transformación gauge— es inducido 
mediante la acción del grupo de Lie U  y la sección 

)1(Ug∈
χ definida en (3) por 

λµ ψ
λ

g
∂
∂+

λµ λA =′ )( ψ g . Después de realizar la derivada indicada y usar la 

relación de ortonormalidad para λψ , se obtiene )(λφ
λµ

)(λ µµ
∂
∂

+=′ iAA . 

λψ λ =))g

1(

Se considera un ciclo cerrado ][ 1−NCP, →τ0:γ tal que en el espacio base. 

Un horizontal lift se define como un ciclo cerrado [ NS→τ,0γ :~ , tal que . 

Un estado de dado por  
~ )( tet ti ψψ = φ

( ) ( )τγγ =0

] γγ =∏ )~(
NS

, [5])()(
 
donde )()( tt γχψ o′= y es una sección definida por , evoluciona 
en el horizontal lift 

′ :χ
. 

χ′ NN SCP →−1

γ~

Al evaluar la expresión (5) en 0=t y en t después de simplificar se obtiene τ=
 

)(~ ψβie=

)0()(
τψ , [6])0(

donde β −= . φτφ
De otro lado la ecuación de Schrödinger 
 

i
∂
∂

h = , [7]ψψ ~ˆ~ H
t

 
determina la evolución temporal (~ tψ→ NS

∏ 1−N

ψ

CP
 en el espacio total y vía la 

proyección  en el espacio base . Si se tiene en cuenta el transporte paralelo 
del estado expresado en (5) y se reemplaza éste en la ecuación (7), se obtiene  

)()0
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el integrando de la ecuación (8) es la 1-forma conexión definida en (4), al reemplazar 
ésta en la ecuación (8) se obtiene 
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∑∫
µ

µ
γ µ λdAi

)1(

 
=ξ , [9]

 
La exponencial de esta expresión es la holonomia U , es invariante gauge y no 

depende del Hamiltoniano , su origen es puramente geométrico. Ĥ

2

 
COMPUERTAS CUÁNTICAS 
Como aplicación del formalismo anterior para el caso de 1-qubit, , se construye 
un modelo de computación cuántica holonómica, al implementar una compuerta de 1-
qubit —compuerta de fase— que junto a la compuerta de Hadamard —también de 1-
qubit—, induce el estado más general de 1-qubit [2]. Para que el modelo de 
computación sea universal, es necesario implementar otra compuerta de 2-qubits —
compuerta de fase controlada— ésta es construida, al igual que la compuerta de fase, a 
partir del modelo de computación cuántica holonómica. La fase geométrica que 
implementa la compuerta de fase, se calcula parametrizando el estado ~ α 2Sψ  de  

como ( ) sen02/cos)(~ αθ ieθαψ += , donde el conjunto { es la base de 

y α es un parámetro que varía entre 0 y π2 . Usando (4) donde es operador de 
diferenciación con respecto a 

d
α , además de la condición de ortonormalidad para los 

estados de la base, despúes de sustituir en (9) se obtiene ξ = . Este 

resultado implementa la compuerta de fase, dada por . 



φie
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La fase geométrica es usada para modelar una compuerta de fase de 2-qubit, llamada la 
compuerta controlada de fase, a fin de que el modelo de computación sea universal. 
Tanto la compuerta de fase, como la compuerta de fase controlada han sido 
implementadas en experimentos de resonancia nuclear magnética (NMR) [2,5]. 
 
CONCLUSIONES 
La computación cuántica holonómica admite una formulación en términos de un haz 
fibrado principal { . La conexión —campo gauge— que se obtiene 
en este formalismo, se utiliza como ingrediente fundamental en la solución de la 
ecuación de Schrödinger, de la solución se obtienen las compuertas lógico-cuánticas las 
cuales resultan de algunas holonomias específicas. Con el modelo de computación 
cuántica holonómica se obtienen, en particular, dos compuertas lógico-cuánticas, la 
compuerta de 1-qubit llamada la compuerta de fase y una compuerta de 2-qubits 
llamada la compuerta de fase controlada, estas dos compuertas no forman un modelo de 
computación cuántica universal, pero, si se tiene de alguna otra fuente la compuerta de 
Hadamard y se considera también la compuerta de 1-qubits de fase controlada, el 
modelo resulta ser universal. 

},, 1−∏ NCP),1( NSU
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