REVISTA COLOMBIANA DE COMPUTACION
Volumen 7, nimero 2
Pags. 66-82

Hipercomputacion desde la Computacion
Cuantica

Andrés Sicard " Juan Ospina * Mario Vélez *

Resumen

Un hipercomputador computa funciones que son incomputables por una maquina de
Turing. Recientemente, Tien D. Kieu ha propuesto un algoritmo hipercomputacional
cuéntico, el cual emplea como referente fisico el oscilador arménico cuantico y resuelve
en principio el décimo problema de Hilbert. Se realiza un andlisis del algoritmo de Kieu
y se deduce que estd sustentado en ciertas propiedades del algebra Weyl-Heisenberg,
la cual es el dlgebra dindamica asociada al oscilador armoénico cudntico; y en una cierta
aplicacién del teorema adiabéatico de la mecénica cuantica. Con base en el anélisis reali-
zado, se presenta una adaptacién algebraica del algoritmo de Kieu, es decir, se presenta
un algoritmo & la Kieu sobre el dlgebra de Lie su(1,1). Debido a que el dlgebra su(1, 1)
admite realizaciones en sistemas fisicos en las areas de la dptica cudntica, la materia
condensada y la fisica matemética, entre otras; la adaptaciéon realizada amplia el es-
pectro de posibilidades de implementacién del algoritmo sobre uno de estos sistemas.

Palabras claves: Hipercomputacion, computacion cudntica, Décimo problema de Hil-
bert, teorema adiabdtico, dlgebra de Lie su(1,1).

Abstract

The hypercomputers compute functions that cannot be computed by a Turing machine.
Recently, Tien D. Kieu has proposed a hypercomputational quantum algorithm, which
uses as physical referent the quantum harmonic oscillator and in principle solves Hil-
bert’s tenth problem. An analysis of the Kieu’s algorithm is made and it is deduced that
the algorithm is based in the dynamical algebra associated with the quantum harmonic
oscillator, the Weyl-Heisenberg algebra; and in a certain application of the adiabatic
theorem of the quantum mechanics. With base in this analysis, an algebraic adaptation
of Kieu’s algorithm is constructed, that is to say, it is constructed an algorithm a la
Kieu on the Lie algebra su(1,1). Because the algebra su(1,1) admits realizations wit-
hin the fields of quantum optics, condensed matter, and mathematical physics, among
others; the adaptation constructed ample the possibilities of implementation of the al-
gorithm on one of these systems.

Keywords: Hypercomputation, quantum computation, Hilbert’s tenth problem, adiaba-
tic theorem, Lie algebra su(1,1).

1 Introduccion

Un hipercomputador, de acuerdo con Jack Copeland y Diane Proudfoot [10], computa fun-
ciones o niimeros, o mas generalmente, resuelve problemas o realiza tareas, que no pueden ser
computados o resueltas por una maquina de Turing (MT). La teorfa de la hipercomputacién
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por lo tanto diferencia entre los términos ‘computable’ y ‘computable por una MT’!. Es
decir, la teoria de la hipercomputaciéon rechaza la idea de una computabilidad absoluta, inde-
pendiente de cualquier teoria l6gica, matematica, fisica o bioldgica subyacente. No obstante
el surgimiento de una comunidad académica creciente alrededor del tema de hipercompu-
tacién, y atin a pesar de la proliferacién de modelos tedricos [9, 33, 29], la posibilidad de
una construccion real de una hipermdaquina es controversial y esta atin bajo analisis. En el
contexto de la implementacion de un hipercomputador, son de particular interés los modelos
de hipercomputacién fundamentados en la fisica y més especificamente en la computacién
cuantica.

Por computacion cuantica se entiende “a fundamentally new mode of information processing
that can be performed only by harnessing physical phenomena unique to quantum mecha-
nics” [11]. Actualmente existen por lo menos seis modelos diferentes computacién cudntica:
estandar, continuo, hibrido, adiabético, geométrico y anyonico-topolégico. Hoy en dia son
bien conocidos los resultados obtenidos en términos de la complejidad algoritmica temporal
del algoritmo de Lov K. Grover para la bisqueda en una base de datos desorganizada y
del algoritmo de Peter Shor para la factorizacién de ntimeros enteros, especificados sobre el
modelo de computacién cudntica estandar [7].

Un malentendido muy frecuente en la literatura es no hacer distincién entre los términos
‘computacién cudntica’ y ‘computacién cudntica estdndar’ (por ejemplo [8, 5]). Debido a este
malentendio y debido a la equivalencia en términos de computabilidad, entre la computacion
cuantica estandar y las MTs establecida por David Deutsch [12]27 se rechaza entonces la po-
sibilidad de hipercomputacién desde la computaciéon cudntica. Sin embargo esta situacién
es errénea como lo demuestra la existencia de algoritmos cudnticos de hipercomputacion.

En el 2001, Tien D. Kieu present6 un algoritmo hipercomputacional cuantico, es decir, Kieu
present6 un algoritmo que soluciona un problema incomputable por una maquina de Turing
(PIMT). El algoritmo de Kieu (AK), tal como lo son la mayoria de algoritmos cudnticos es
probabilista. Desde su version inicial, Kieu ha publicado més de diez articulos en los cuales
presenta diferentes aspectos y caracteristicas de su algoritmo. Las refencias a estos articulos
y la versién més completa de su algoritmo se encuentra en [19)].

El AK es especificado sobre el modelo de computacién cuantica continua adiabdatica, em-
plea como referente fisico el oscilador armoénico cudntico y resuelve el décimo problema de
Hilbert (DPH). Si bien el AK ha generado bastante controversia tanto a nivel de su cons-
truccién tedrica como de su posible implementacién [34, 32, 31, 15], hasta ahora no se han
presentado argumentos concluyentes que lo refuten en ninguno de estos sentidos [19, 20, 21]3.

La teorfa de hipercomputacién no es la tnica teorfa que establece una distincién entre los términos
‘computable’ y ‘computable por una MT’. Por ejemplo, en el contexto de la computacién continua o compu-
table analysis, se presenta el modelo BSS (Blum, Shub y Smale), el cual es un modelo de computacién sobre
un anillo arbitrario . Cuando R = Za, el modelo BSS es equivalente a una MT, y cuando R = R, el
modelo computa funciones sobre los nimeros reales [3]. Si bien no existe en la actualidad un dnico modelo
de computacién continua aceptado por la mayoria de la comunidad académica [36, 5], estos modelos al
ser una generalizacién de la MT a los numeros reales, son considerados en algunas ocasiones, modelos de
hipercomputacion.

2En sentido estricto existe un clase de hipercomputacion débil que pueden realizar los modelos de compu-
tacién cuédntica estdndar: la generacién de (verdaderos) nimeros aleatorios [12]. Sin embargo, no es claro en
la actualidad como emplear esta propiedad para solucionar un problema incomputable por una maquina de
Turing [24].

3Aunque es cierto que Kieu ha refutado las diferentes criticas a su algortimo, existe una observacién
importante respecto a su posible implementaciéon que atin no ha sido resuelta, en palabras de Kieu: “. .. there
have been some concerns (this pointed has been raised on separate occasions by Martin Davis (2003),
Stephen van Enk (2004) and Andrew Hodges (2004)) that infinite precision is still requeried in physically
setting up the wvarios integers parameters in the time-dependent quantum Hamiltonians. While the issue
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Una cuestion importante es la de determinar si el AK puede adaptarse a otros referentes
fisicos diferentes al empleado por Kieu. El articulo presenta un anélisis del AK en el cual se
obtiene que éste estd sustentado en ciertas propiedades del algebra Weyl-Heisenberg, la cual
es el dlgebra dindmica asociada al oscilador armoénico cuantico; y en una cierta aplicacién
del teorema adiabdtico de la mecdnica cudntica [23]. Aunque los autores han realizado una
adaptaciéon del AK a un referente fisico concreto, la caja de potencial infinita [30, 28]; de
acuerdo con su conocimiento, no existe en la literatura una adaptacién algebraica del AK,
es decir, no existe en la literatura una adaptacién del AK apropiada para un conjunto de
referentes fisicos que satisfagan ciertas propiedades algebraicas.

Con base en el andlisis del AK realizado, el articulo presenta un algoritmo a la Kieu sobre
el dlgebra de Lie su(1, 1), es decir, se presenta una adaptaciéon del AK vélida para cualquier
referente fisico cuya &lgebra dindmica sea su(1,1). La eleccién de esta dlgebra es debido al
hecho que ésta admite diferentes realizaciones en sistemas de 6ptica cuantica, tales como los
sistemas de uno, dos y cuatros modos de fotones [35, 14]; en sistemas del dominio de la ma-
teria condensada, tales como la caja de potencial infinita y los potenciales Péschl-Teller [1];
y en sistemas de la fisica matemaética, tales como los osciladores de Laguerre, de Legendre
y de Chebyshev [4]; entre otros.

Debido a la naturaleza de la adaptacién realizada del AK, el enfisis de la presentacion
serd sobre los aspectos algebraicos y computacionales, mas que sobre los aspectos fisicos de
los sistemas cuanticos involucrados. Se espera adicionalmente que la exposicién pueda ser
seguida en lo esencial, sin necesidad de conocimientos en mecénica cuantica.

2 El Décimo Problema de Hilbert y Algunos Prelimi-
nares Matematicos

El DPH fue formulado por David Hilbert en 1900. En 1973, Yuri Matiyasevich, a partir de
los resultados obtenidos por Martin Davis, Julia Robinson y Hilary Putnam, demostré que
este problema es equivalente al problema de la parada de una MT y por lo tanto es un PIMT
[22]. Una ecuacién Diofantina es una ecuacién de la forma

D(x1,...,21) =0, (1)

donde D es un polinomio con coeficientes enteros. E1 DPH puede ser formulado de la siguiente
manera;

Dada cualquier ecuacién Diofantina con cualquier niimero finito de incégnitas,
diseniar un procedimiento universal a partir del cual se pueda determinar, en un
numero finito de operaciones, si la ecuacién tiene o no solucién en los niimeros
enteros.

Ademads del resultado establecido por Matiyasevich para el DPH, existen resultados adi-
cionales sobre ciertas familias de ecuaciones Diofantinas [26]: (i) El DPH para ecuaciones
Diofantinas lineales y cuadréticas es computable por una MT, (ii) El DPH para ecuaciones
Diofantinas cibicas es un problema abierto, (iii) El DPH para ecuaciones Diofantinas de
cuarto grado es PIMT, (iv) El DPH para ecuaciones Diofantinas de una variable es compu-
table por una MT, (v) El DPH para ecuaciones Diofantinas de 2 a 8 variables es un problema

deservers further investigations as surely any systematic errors in the Hamiltonians would be fatal, we still
are not convinced that such integer parameters cannot be satisfactorily set up. In particular, we would like
to understand the effects of statistical (as opposed to systematic) errors on the statistical behaviour of the
spectrum of our adiabatic Hamiltonians” [18, p. 180].
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abierto y (vi) El DPH para ecuaciones Diofantinas de 9 o més variables es PIMT.

El DPH es un problema semi-computable por una MT en el sentido que si (1) tiene solucién
en los nimeros enteros, una busqueda exhaustiva sobre las k-tuplas de ntimeros enteros la
encontraria, mientras que si (1) no tiene solucién, estd bisqueda no terminaria. En este
sentido, se puede interpretar ingenuamente que el AK lleva a cabo una bisqueda infinita
sobre todas las posibles k-tuplas de ntimeros enteros. La posibilidad del AK de presentar
una solucién al DPH sin necesidad de realizar una bisqueda infinita, estd sustentada en el
hecho de que si bien el DPH es un PIMT, éste es un problema finitamente refutable [6]. Es
decir, sélo es nececesario realizar la bisqueda sobre un conjunto finito de ntimeros enteros,
para determinar si (1) tiene o no solucién. Puesto que el DPH es un PIMT significa entonces
que no es posible generar por un MT el conjunto finito refutante para cada posible ecuacién
Diofantina.

FEl DPH contiene como casos particulares ciertos problemas matemaéticos abiertos muy im-
portantes tales como la conjetura de Goldbach (jes posible escribir cualquier nimero par
mayor o igual que cuatro como la suma de dos niimeros primos?) y la hip6tesis de Riemann
(hipétesis acerca de la distribucién de los ceros de la funcién zeta de Riemann). Una solucién
a estos problemas mediante un algoritmo hipercomputacional, eficiente e implementable para
el DPH, representaria un hito importante en el desarrollo de las matematicas al establecer
efectivamente la ruptura de la equivalencia entre los términos ‘algoritmo‘ y ‘computable por
una MT".

Como fue mencionado, el AK emplea como referente fisico el oscilador arménico cuantico
cuya algebra dindmica asociada es el dlgebra Weyl-Heisenberg. Esta algebra es un alge-
bra de Lie 3-dimensional generada por tres operadores denominados, operador identidad T,
operador de aniquilacién a y operador de creacién af, los cuales satifacen las relaciones de
conmutacion

[a,a] = T, [a, 1] = a, [af, 1] = af, (2)

donde [z,y] = zy — yx.

Sea N={0,1,2,...} el conjunto de los ntiimeros enteros no negativos. Las representaciones
lineales co-dimensionales de los operadores I, a y a' son

Te, = e, aeg = 0, ae, = v/ne,_1, ale, = Vn+ lengt, (3)

donde n € Ny el vector e, es un vector columna oo-dimensional con todas sus componentes
nulas excepto la componente n (contando desde 0) la cual vale 1, es decir,

, cees 4)

€y =

oo o=
o o= O
o= O O

y las representaciones matriciales co-dimensionales de 1, a y a' de acuerdo con (3) y (4) son

0 0 0
100 0 vi 0 0 ... JI o o
010 00\/50...T 0 V3 0

I=10 0 1 Sl KR VE R R I Y (5)



70 Andrés Sicard / Juan Ospina / Mario Vélez

A partir de los operadores a y a' se construye el operador nimero N dado por
N =adla, (6)

cuyos autovalores son los ntimeros enteros no negativos y cuyos autovectores son los vectores
en, es decir
Ne,, = ne,, (7)

y cuya representacién matricial es una matriz co-dimensional diagonal de la forma

N = diag(0,1,2,3,...)

(8)

SN OO
w o oo

Por otra parte, la ecuacién de autovectores para el operador de aniquilacion a estd dada por
aW = wW (9)

donde w € C. Debido a que W es un vector en el espacio vectorial co-dimensional generado
por los vectores ortonormales e,,, puede escribirse como

W = ZC(n)en. (10)

Al sustituir (10) en (9) y al emplear (3) se obtiene una ecuacién de recurrencia para los
términos C'(n). Resolviendo esta ecuacién y exigiendo que W sea normalizado se obtiene la
solucién explicita de (9) dada por

2 2 3
W=¢e 2 60+w61+w762+w763+"'
YZIRRVE]]

n (11)

. 7. n
y debido a que lim,, % = 0, las componentes con mayor valor en el vector W son las
componentes iniciales.

Es posible asociar a partir del vector W, una distribucién de probabilidad P,(w) para
la variable n considerada como variable aleatoria. La forma de P, (w) es de tipo Poisson y
esta dada por

|w|2n

_ —|w|2
P,(w)=e oy

(12)

Esta distribucién de probabilidad tiene la propiedad que para todo n € Ny |w| > 0,84, se
cumple que
Pu(w) < 1/2, (13)

lo cual es ilustrado en la figura 1 para w = 1,5.
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n
5 10 15 20

Fig. 1. Distribucién de probabilidad P, (w) para w = 1,5

3 Algoritmo Hipercomputacional Cuantico de Kieu

El AK estd basado en una generalizacion a espacios oo-dimensionales de la computacién
cudntica adiabdtica propuesta por Edward Farhi et al. [13]. Sustentado en la equivalencia
entre el DPH sobre Z y el DPH sobre N [22], el AK resuelve el DPH sobre los nimeros enteros
no negativos. El AK tiene la siguiente estructura [19]: mediante un proceso de codificacion,
una instancia del DPH es traducida en un problema espectral para un cierto operador con
representacion matricial co-dimensional. Luego, este problema espectral en conjunto con una
determinada inicializacién, es resuelto mediante la aplicacién de un teorema de evolucion
espectral denominado teorema adiabético [23]. Puesto que este teorema no establece a-
priori para que tiempo finito de evolucién se resuelve el problema espectral, se adiciona un
criterio de parada, no contemplado por el teorema adiabético y propio del AK. Finalmente,
la solucion al problema espectral obtenida es decodificada para determinar si la instancia
del DPH, tiene o no solucién en los ntimeros enteros no negativos. La estructura del AK es
ilustrada en la figura 2 y a continuacion se presenta cada uno de los componentes de esta
estructura.

Instancia del DPH

Codificacién

Inicializacién

Problema espectral Condiciones iniciales

Evolucién

No satisfecho Solucién del problema espectral

‘ Criterio de parada‘

Satisfecho

Decodificacion

Tiene o no solucién en los nimeros enteros no negativos

Fig. 2. Estructura general del AK
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3.1 Codificacién-Decodificacion

EL proceso de codificacién de la instancia del DPH empleado por el AK esta sustentado en
el operador nimero (8) asociado al dlgebra Weyl-Heisenberg. La codificacién de la ecuacién
Diofantina (1) consiste en reemplazar cada una de las variables de (1) por el operador N y
construir el operador codificante diagonal co-dimensional Hp definido como

Hp = D(Ny, N, ..., Ni)?, (14)
donde Ni, Na,..., Nj son k distintas representaciones del operador N definidas por
Ni=N@Iole - oI, (15)
—_—
k—1 veces
N =I@N®I®- -1, (16)
—_————
k—2 veces
Ny=1Te0l®...IoN, (17)
—_———
k—1 veces

donde ® representa la operacién de producto tensorial.

Este operador codificante Hp presenta la caracteristica fundamental que (1) tiene una so-
lucién en N¥, si y sélo si, Hp tiene un autovalor nulo. De esta manera se traslada el problema
de determinar si una ecuacién Diofantina tiene o no soluciéon en N, al problema espectral
de determinar si el operador codificante Hp tiene o no un autovalor nulo. Esta codificacién-
decodificacién es ilustrada por la figura 3, en donde v, representa el autovector asociado al
menor autovalor de Hp.

‘D(ml,...,mk):()‘

codificacién codificacion

Solucién en N*

No solucién en N¥

HDU;:O HDUZ#O

7"
deco iﬁ% yiﬁcacién

Hp = (D(N,,..., Ny)?]

Fig. 3. Codificacién-Decodificién del DPH empleado por el AK

3.2 Inicializacién

El problema espectral de determinar si el operador codificante Hp tiene o no un autovalor
nulo, no tiene una solucion computable por una MT debido a que Hp es un operador con
representacion oo-dimensional. De hecho si esta solucién existiera, de acuerdo con la codifi-
cacion-decodificacion ilustrada en la figura 3, el DHP tendria una soluciéon computable por
un MT, lo cual seria una contradiccion al resultado obtenido por Matiyasevich. Para resolver
el problema espectral planteado, el AK emplea el teorema adiabédtico que permite obtener el
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autovalor mas bajo de Hp si éste puede ser relacionado de cierta forma con un operador ini-
cial Hy, el cual tiene un autovalor cero asociado a un autovector inicial V. La construccion
de Hy y V7, tal como fue la construccion de Hp estan basados en el dlgebra Weyl-Heisenberg.

Para una ecuacién Diofantina (1), se elige
Vi=Wi®- @ W, (18)

donde W; es un vector de la forma (11) que satisface (9) y el operador inicial Hy estd definido

por
k

Hp = Z(a; — wjT)(a; —w;T), (19)

donde w} denota el complejo conjugado de wy, y los operadores a; y a;r- son k distintas
representaciones de los operadores a y a' definidos por

a; =1 - ®@1I®a®l®---®1 (aen la posicién j) , (20)
al=1® - @Igad@le @1 (aenla posicion j) . (21)

De (18), (19) y (9) se tiene por construccién que
HiV; =0, (22)

es decir V; es efectivamente el autovector de H; asociado al autovalor cero. La figura 6
esquematiza esta construccion.

k *
Hp = Zj=1(aj' —wiT)(a; — w; 1)

k LT ., _
D(zy,...,21) =0 Inicializacién HiVi=0

Vi=Wi W@ ---@ W,

Fig. 4. Inicializacién para la evolucién empleada por el AK

3.3 Evolucion

Como ha sido mencionado, el problema de determinar si (1) tiene o no solucién en N, se
ha transformado en el problema espectral de determinar si el operador codificante Hp tiene
un autovalor nulo. La soluciéon empleada por el AK para este problema espectral consiste
en conectar homotopicamente el operador Hp con el operador inicial H;, de modo que por
el empleo del teorema adiabdtico sobre operadores oo-dimensionales [2] se pueda interpolar
desde el autovector V; de Hj asociado a su autovalor nulo, hasta el autovector Vp de Hp
correspondiente al autovalor més bajo de Hp.

En teoria, el teorema adiabdtico establece que para un tiempo de evolucion T — oo se
obtiene el autovector Vg asociado al autovalor mas bajo de Hp. Debido a que por supuesto
este tiempo de evolucion no es algoritmicamente valido, en la practica el AK emplea el cri-
terio que para un tiempo de evolucién T suficientemente grande pero finito se obtendra con
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una buena probabilidad el autovector Vg. De este hecho proviene la naturaleza probabilista
del algoritmo.

A partir de los operadores Hp y Hy se construye el operador Ha(t) interpolante entre
éstos que tiene la forma de combinacién lineal convexa u homotopia dado por

t t
H =(1-=]H — | H <t<T. 2
A(t) ( T) 1+<T) D, 0<t< (23)
La ecuacién de evolucién para t € [0,T] tiene la forma
av(t
WO _ wawvo. (24)
t
donde V (¢) es un vector tal que
Vi=V(0)y Vp=V(T), (25)

es decir, se tiene una evolucién con el operador H4(t) desde el vector inicial V; hasta el
vector final V. Para efectos de la adaptacion que se realizard del AK, es importante senalar
que a diferencia de la construccion de los operadores Hy y Hp y del vector inical Vi, la
construccién del operador Ha(t) y la evolucién (24) es independiente del dlgebra Weyl-
Heisenberg asociada al oscilador arménico cuantico.

Para la aplicacién del teorema adiabatico representado en la evolucién (24) es necesario que
se cumplen ciertas condiciones acerca de las propiedades espectrales del operador H ().
Sea {v;(t) | I € N} el conjunto de autovalores del operador H 4(t), entre estas condiciones la
mas importante en el contexto del AK es que

vt () — v (t) > 0, para todo t € [0, 7], (26)

es decir, existe una separacién bien definida entre los autovalores de H4(t) en cada instante
de tiempo ¢. Esta condicién ha sido demostrada por Kieu para el operador H(t) [16, 17].

La evolucién (24) tiene una estructura y comportamiento no computables por una MT,
debido a que manipula operadores co-dimensionales no compactos, es decir, operadores no
acotados espectralmente. En otras palabras, la evolucién (24) encierra la carateristica hiper-
computacional del AK, la cual proviene de la mecdnica cudntica.

3.4 El Criterio de Parada

Como fue mencionado, el AK emplea el criterio que para algtin tiempo de evolucién finito
T se obtendra con una buena probabilidad el autovector Vr asociado al autovalor mas bajo
de Hp. Debido al hecho de que el teorema adiabatico no ofrece ninguna cuota superior para
el tiempo de evolucion T', es necesario establecer un criterio que permita determinar cuando
ha sido alcanzado el tiempo de evolucién T' predicho por el teorema.

Para (1), el vector V(¢) en la evolucién (24) tiene la forma

V(t) = io: i Cnl...nk(t)enl ®"'®€nk. (27)

n1=0 nE=0

De forma similar a la distribucién de probabilidad (12) asociada al vector (11), el vector
V() tiene asociada una distribucién de probabilidad para la variables discretas nq, ..., ng
dada por

Pnl--~nk (V(t)) = |Cn1nk (t)|27 (28)
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la cual representa la probabilidad de que los componentes del vector V(¢) indexados por la

k-tupla nq, ..., ng pertenezcan al autovector asociado al autovalor mas bajo Hp; y sea
Prax(V (1) = max Py (V1)) (29)
(n1,...,n,)ENF

el valor maximo de estas probabilidades.

Con base en que [Hy, Hp] # 0, Kieu ha demostrado la validez del siguiente criterio para
determinar el tiempo de evolucién T' para sistemas cudnticos 2-dimensionales [16], y posee
fuerte evidencia tedrica y nimerica de la validez del criterio para el caso general [19]:

Vr es el autovector asociado al autovalor més bajo de Hp si Ppax(Vp) > 1/2,
siempre y cuando P (V7) < 1/2. (30)
La eleccién del vector inicial V; es consecuente con este criterio de parada puesto que de
acuerdo a (13) se tiene que
Puax(V1) < (1/2)", (31)
lo cual significa entonces que el vector inicial V7 no es el autovector asociado al autovalor
més bajo Hp y es necesario emplear la evolucién (24) para hallarlo.

3.5 El Algoritmo

Con base en los elementos presentados, la descripcién del AK es la siguiente. Dada una
ecuacién Diofantina (1), mediante el proceso de codificacién representado en la figura 3 se
genera el operador codificante Hp y mediante el proceso de inicializacién representado en la
figura 4 se genera el operador inicial H y el vector inicial V;. Los operadores Hp y Hy son
conectados homotépicamente por un interpolador que produce el operador H4(t). Con el
operador H 4(t) se realiza una evolucién desde el vector Vi hasta un vector V con un tiempo
de evolucién T arbitrario. Luego de esta evolucion, se extrae la correspondiente distribucion
de probabilidad maxima Pysx (V) para la variables discretas ny, ..., ng. Si Pnax(Vr) > 1/2
entonces se determina si (1) tiene o no solucién en N* de acuerdo al proceso de decodificacién
representado en la figura 3. Si Puax(Vr) < 1/2, entonces se ejecuta de nuevo la evolucién
desde el vector V7 hasta un vector Ve con un tiempo de evolucién 7" mayor.

En el contexto de la especificacién del AK presentado por la figura 5, es necesario cons-
truir un invariante [25] para el ciclo presente en él. El vector V7 es un vector normalizado,
lo cual significa de acuerdo a (27) y (25) que

TL1:O nk:O

=1

[[Vzl|

(32)

y puesto que la evolucién (24) es una unitaria, ella preserva la norma de los vectores y por
lo tanto Vg es también un vector normalizado, es decir,

m=0 =0 (33)
=1.
La propiedad P definida por
P = ecuacién (33) A ecuacién (26) (34)

constituye entonces el invariante para el ciclo comprendido entre las lineas 9 y 13 en la figura
5.
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Entrada: Ecuacién Diofantina D(z1,...,25) =0
Salida: Determina si la ecuaciéon D(z1,. .., xx) = 0 tiene o no solucién en N*
1 begin

2 HD — COdiﬁC&CiéIl(D(x’l7 e ,l’k) = 0) REM Hp = D(Nl,NQ, . .,]\fk)2
3 Vi « Inicializacién(k) REM Vi = Wi ® - @ Wy,

4 | Hj < Inicializacién(k) REM H; =" (al — wjT)(a; — w;T)

5 T «— incremento

6 | Ha(t)— (1-7)Hi+ (1) Hp

7 Vi « Evolucion(Hx(t),T) REM Ve =37 --- om0 Cnioeny (T)en, @ -+ @ ey,
8 Poax(Vr) — méx{Pnl_unk(VF) | (n1,...,nE) € Nk}

REM Py, .y (V) = |Cyoong (T)]?

9 while Ppsx(Vp) < 1/2 do

10 T «— T + incremento

11 Ha(t)— (1—-%)H;+ (%) Hp

12 Vi «— Evolucién(H(t),T)

13 PméX(VF) — max {Pmnk (VF) ‘ (nl, ceey nk) S Nk}

14 if HDVF =0 then

15 | return La ecuacién D(zy,...,zx) = 0 tiene solucién en N*

16 else

17 L return La ecuacién D(x1,...,2,) = 0 no tiene solucién en Nk
18 end

Fig. 5: Algoritmo hipercomputacional cuantico de Kieu

4 Adaptacién del Algoritmo de Kieu al Algebra su(l,1)

De acuerdo a la presentacién del AK realizada en la seccién anterior, se observa que los pro-
cesos de codificacion e inicializacion, y el criterio de parada, dependen del dlgebra dindmica
asociada al oscilador arménico cuantico, es decir dependen del algebra Weyl-Heisenberg;
mientras que el proceso de evolucion depende del teorema adiabatico.

Un anélisis del AK establece las siguientes propiedades del algebra Weyl-Heisenberg em-
pleadas en su construccién:

1. El algebra es n-dimensional y tiene una representaciéon co-dimensional en el espacio
generado por los vectores e, dados por (4). Bajo esta representacién el dlgebra posee un
operador de creacién af y un operador de aniquilacién a, cuya representaciéon matricial
estd dada por (5).

2. A partir de los generadores del algebra se obtiene un operador niimero N cuya repre-
sentacion matricial es (8) y satisface la ecuacién de autovectores y autovalores (7).
Es decir, el conjunto de autovalores del operador N es igual al espacio de solucién
asociado al DPH.

3. El operador de aniquilacién tiene como autovectores los vectores W dados por (11).
Estos vectores tienen asociada una distribucién de probabilidad P, (w) para la variable
aleatoria n dada por (12).
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4. A partir de los vectores W y de los operadores de creacién y aniquilacién es posible
construir el operador inicial H; dado por (19) y el vector inicial V; dado por (18) que
satisfacen la condicién (22).

5. El vector inicial V; satisface el criterio de parada (30), con base en la distribucién de
probabilidad P, (w) asociada a los vectores W.

6. El operador interpolante H(t) dado por (23) satisface la condicién (26), requerida
para la aplicacion del teorema adiabatico.

Debido a que estas propiedades no son exclusivas del dlgebra Weyl-Heisenberg, es posible
realizar una adaptacién del AK sobre un algebra diferente que las satisfaga. Se presenta
entonces un algoritmo a la Kieu construido sobre el dlgebra de Lie su(1,1). Como fue men-
cionado en la introduccién, la seleccién del dlgebra su(1,1) estd sustentada en el hecho que
ella admite realizaciones en diferentes sistemas cuédnticos, provenientes de diferentes dreas
de la fisica.

El &lgebra su(1,1) es un &lgebra 3-dimensional cuyos generadores Ko, K_ y K satisfa-
cen las relaciones de conmmutacion

[Ko, K4]) = £K4, Ky, K] = —2K,, (35)

y cuyas representaciones co-dimensionales sobre el espacio generado por los vectores e,, estan
dadas por [14]
K_eq=0, (36)

0 V28 0 0

0 0 203+1) 0
K oen=1/n@2B+n—1e,n, K-=|g o 0 V3(26+2)

(37)
0 0 0
V206 0 0
K+6n _ /(n + 1)(26 i n)€7L+17 K+ — 0 2(26 + 1) 0 (38)
0 0 3(26 + 2)
Ié] 0 0
0 1+8 0
Koen = (n+fen, K= |

donde K_ es el operador de aniquilacién, K es el operador de creacién y > 0 es un
paramétro denominado indice Bargmann que depende de la realizacién del algebra en cada
sistema cudantico.

A partir del operador K se construye un operador nimero N*(1:1) definido por
NovLY = K, — BT, (40)

que satisface la ecuacién de autovalores y autovalores (7) y cuya representacién matricial
oo-dimensional estd dada por (8).
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Similarmente al caso del dlgebra Weyl-Heisenberg, la ecuaciéon de autovalores y autovec-
tores para el operador de aniquilaciéon K_ para w € C es
K_wﬁu(l,l) _ stu(l’l), (41)

cuya solucién normalizada es [35]

TR s
Ios—1(2|w|) = /nl(n+ 26)

donde I, (z) es la funcién modificada de Bessel de primera clase. La distribucién de proba-
bilidad para la variable aleatoria discreta n correspondiente a los vectores W94 (L1 eg

Wﬁu(l,l) _ (42)

28—1 |w‘2n
Psu(l,l) w, _ ‘w| , 43
y dado que
, " |w?
Pii(f 1)(7«075)/1:’5 (1’1)(1%@ = ma (44)
. su(1,1) su(1,1)
se obtiene que P, (w,B) > P,y (w, ) cuando
lw|* < 28, (45)

y por lo tanto, para un 3 fijo establecido por el sistema cudntico, existen infinitos valores w
que satisfacen las propiedades (13) y (45). La figura 6 ilustra para 8 = 3/2 que los valores
1,5 S w < /3 satisfacen las propiedades (13) y (45).

Posu (1,1) (w,3/2)
1

0.8

0.6

w
1 2 3 4 5 6

Fig. 6. Distribucién de probabilidad para Pgu(l’l)(w, 3/2)

Para una ecuacién Diofantina (1), con base en los elementos presentados y a partir de (14), (18)

y (19), el operador codificante H,E'Du(l’l)7 el operador inicial Hfu(l’l) y el vector inicial Vfu(l’l),
empleados por la adaptacién del AK sobre el dlgebra su(1,1) estdn dados por
2
1,1 1,1 1,1 1,1
HY 0D = p (N0 NGO N
k
1,1 *
HY = ST(K - wi) (K- - wl), (46)

j=1
V]su(l,l) _ Wlsu(l,l) QR ® leu(l,l).
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No es necesario ninguna modificacién adicional al AK desde el punto de vista algebraico
debido a que los elementos presentados en (46) son los tnicos dependientes del algebra
dindmica empleada. Debido a que [Hfu(l’l),HZu(l’l)} # 0, la demostracién realizada por
Kieu para establecer el criterio (30) es valida para el dlgebra su(1,1). Por otra parte, es
posible adaptar la demostracién de Kieu de la existencia de la separacién bien definida
entre los autovalores del operador interpolante H 4(t) del dlgebra Weyl-Heisenberg, al nuevo
operador interpolante del dlgebra su(1, 1) dado por

t t
qu(1,1)(t) _ (1 B T) H?u(l,l) N (T) H;u(1,1)7 (47)
de donde se sigue que la aplicacion del teorema adiabatico sobre este nuevo operador es
vélida. Ademads, el nuevo operador inicial Hfu(l’l) y el nuevo vector inicial V; () gatisfacen
la condicién (22), y el vector Vfu(l’l) satisface el criterio de parada (30) debido a que para
un 3 fijo
Pt (v, 5) < (1/2)%, (48)

para los infinitos valores w que satisfacen las propiedades (13) y (45).

Reemplanzado las lineas 2 a 4 en la figura 5 por los nuevos elementos presentados en (46) y
continuando el procesamiento del algoritmo, se obtiene el algoritmo a la Kieu sobre el alge-
bra su(1,1). Como caso particular de esta adaptacién, para el valor § = 3/2, se obtiene la
adaptacion del AK sobre la caja de potencial infinita realizada previamente por los autores
[30, 28].

5 Conclusiones

Debido a la existencia de modelos de hipercomputacién tales como las maquinas de Turing
con oraculos, las maquinas de Turing aceleradas y las redes neuronales recurrentes andlogas,
entre otros, los cuales resuelven en principio un problema incomputable por una maquina
de Turing; la hipercomputacién tedrica existe. Sin embargo, la posibilidad de implementar
algiin modelo tedrico de hipercomputacién es un problema abierto. La diferencia establecida
por la hipercomputacién entre los términos ‘computable’ y ‘computable por una maquina de
Turing’ produce una ruptura con el paradigma establecido. La concrecion de esta ruptura a
partir de la implementacién de un modelo de hipercomputacién eficiente, tendria consecuen-
cias de mayor alcance tanto a nivel tedrico como como a nivel préactico, que las generadas
por los resultados de incomputabilidad obtenidos para la computabilidad de las maquinas
de Turing.

En el contexto dado por la dupla (computacién cudntica estdndar, complejidad algoritmica),
ante la pregunta de por qué existen tan pocos algoritmos cudnticos conocidos que ofrecen
una mejora respecto a los algoritmos clasicos, una de las posibles razones expuestas por
Shor es que “quantum computers operate in a manner so different from classical compu-
ters that our techniques for designing algorithms and our intuitions for understanding the
process of computation no longer work” [27, p. 88]. Si se modifica el contexto por la nueva
dupla (computacién cuéntica, computabilidad), y debido a la existencia del algoritmo hiper-
computacional cuantico de Kieu y debido a la adaptacion realizada de este algoritmo sobre
el dlgebra su(1, 1), tanto la pregunta como su respuesta continuan siendo vélidas, quizéds ain
mas validas.

El anélisis realizado al AK establece que su poder hipercomputacional esta sustentado en tres
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caracterfsticas: (i) Resuelve el décimo problema de Hilbert, el cual es un problema incompu-
table por una maquina de Turing, pero es un problema finitamente refutable, (ii) El empleo
del teorema adiabdtico de la mecénica cudntica sobre operadores co-dimensionales y (iii)
Ciertas propiedades del dlgebra dindmica Weyl-Heisenberg asociada al oscilador arménico
cuantico.

La adaptacién realizada del AK sobre al algebra de Lie su(1,1) es una adaptacién alge-
braica, es decir, mantiene las caracteristicas (i) y (ii) y modifica la caracteristica (iii) del
algoritmo. Esta adaptacién establece que las propiedades algebraicas requeridas por el AK
no son exclusivas del algebra Weyl-Heisenberg. La eleccion de un algebra dinamica diferente
a la empleada por Kieu para su algoritmo, genera en principio diferentes posibilidades de
analisis de implemementacién sustentadas en cada uno de los sistemas cuanticos que realizan
el algebra seleccionada, los cuales para el dlgebra su(1,1) son la caja de potencial infinita,
los potenciales Poschl-Teller, sistemas épticos de uno, dos o cuatros modos de fotones, entre
otros.
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